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具有半正非线性项的一阶

离散分数阶边值问题的正解
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摘　要：研究具有半正非线性项的一阶离散分数阶边值问题。借助与格林函数相关的不等式，在非线性项超线
性、次线性增长的条件下，运用不动点指数获得该问题正解的存在性，推广和完善了已有的一些结果。
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　　近年来分数阶问题掀起了研究的热潮。数学家
们研究发现运用分数阶模型能更精确地模拟现实问

题，在分形和多孔介质中的弥散、电容理论、电解

化学、半导体物理、湍流、凝聚态物理、黏弹性理

论、生物数学及统计力学中有广泛应用。然而我们

注意到，目前所涉及到的问题几乎都是微分方程，

对于分数差分方程却鲜有问津。郑祖庥教授［１－２］指

出：“对于分数微分方程来说，离散化或者问题提

出时便是离散的分数差分方程是不可避免的。迄今

只作为近似解计算的出发点，没有对分数差分方程

的专门研究，因此，无论从理论还是应用的角度

看，这都是极大的缺憾”。然而，近期已有许多学

者致力于研究分数阶差分方程［２－１０］，程金发在其

专著［２］中系统总结了该方向的相关成果，为后续

研究奠定了基础。

另一方面，运用微分方程刻画和模拟现实世界

中的诸多实际问题，需要考虑大量不确定的物理变

量、参数以及扰动因素等的影响。例如荷兰化学家

Ａｒｉｓ在研究化学反应时，发现一些惰性材料、催化
剂等对整个反应起到加速或抑制的作用，从而在所

对应的微分方程中自然含有某个扰动项，即非线性

项具有形式ｆ（ｔ，ｘ）≥－Ｍ，Ｍ ＞０，这就是数学模型
中的半正问题。该类问题来源于现实生活，所以对

这些具体或抽象的变号非线性微分方程及系统模型
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中的数学问题的研究无疑具有现实背景和应用价

值。

本文基于以上两个方面，运用不动点指数研究

如下具有半正非线性项的离散分数阶边值问题正解

的存在性：

Δνｙ（ｔ）＝ｆ（ｔ＋ν－１，ｙ（ｔ＋ν－１）），
　　　　ｔ∈［０，Ｔ］Ｚ，

ｙ（ν－１）＝ｙ（ν＋Ｔ
{

）

（１）

其中Δν是一离散分数阶算子，０＜ν＜１，ν∈ Ｒ，
［０，Ｔ］Ｚ ＝［０，Ｔ］∩Ｚ且非线性项ｆ满足：

（Ｈ１）ｆ∈Ｃ（［ν－１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１×Ｒ
＋，Ｒ）且

存在一正数使得

ｆ（ｔ，ｙ）≥－Ｍ，（ｔ，ｙ）∈
［ν－１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１×Ｒ

＋

其中Ｚν－１ ＝｛ν－１，ν，…｝。

１　基础知识及主要结论
首先给出离散分数阶计算的相关定义及基本知

识，详细内容参见文献 ［２－３］。
定义 １　对任意有意义的 ｔ，ν，定义 ｔν ＝

Γ（ｔ＋１）
Γ（ｔ＋１－ν）

。如果ｔ＋１－ν是伽马函数的一个奇点

且ｔ＋１不是奇点，则ｔν＝０。
定义２　当ν＞０时，函数ｆ的ν阶和分定义为

Δ－νｆ（ｔ；ａ）＝ １
Γ（ν）∑

ｔ－ν

ｓ＝ａ
（ｔ－ｓ－１）ν－１ｆ（ｓ），ｔ∈Ｎａ＋ν

并且当ν＞０时，定义ｆ的ν阶分数差分为
Δνｆ（ｔ）＝ΔＮΔν－Ｎｆ（ｔ）

其中ｔ∈Ｎａ＋ν，Ｎ是自然数且满足０≤Ｎ－１＜ν≤
Ｎ。

以下研究问题 （１）的格林函数及其性质。定
义Ｇ：［ν－１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１×［０，Ｔ］Ｚ→（０，＋∞）
如下：

Ｇ（ｔ，ｓ）＝
（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１ｔν－１

Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１
＋（ｔ－ｓ－１）ν－１，

　　　０≤ｓ≤ｔ－ν≤Ｔ，

（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１ｔν－１

Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１
，　ｔ－ν＜ｓ≤











 Ｔ

（２）

令Ｃ ＝１＋Γ（ν）－（ν＋Ｔ）
ν－１

（ν＋Ｔ－１）ν－１
，则根据文 ［４］

中的引理５可得Ｇ满足如下不等式

０＜ （ν＋Ｔ）ν－１

Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１
（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１≤

Ｇ（ｔ，ｓ）≤ ＣΓ（ν）
Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１

（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１

（３）

令φ（ｔ＋ν－１）＝（ν＋Ｔ－ｔ－１）ν－１，ｔ∈［０，Ｔ］Ｚ，
注意到

∑
ν＋Ｔ－１

ｔ＝ν－１

Ｇ（ｔ，ｓ）
Γ（ν）φ

（ｔ）＝

∑
Ｔ

ｔ＝０

Ｇ（ｔ＋ν－１，ｓ）
Γ（ν） φ（ｔ＋ν－１）

其中φ（ｔ）＝（２ν＋Ｔ－ｔ－２）ν－１，ｔ∈［ν－１，ν＋
Ｔ－１］Ｚ，则对任意的ｓ∈［０，Ｔ］Ｚ，有

∑
Ｔ

ｔ＝０

（ν＋Ｔ）ν－１

Γ（ν）（Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１）
·

φ（ｔ＋ν－１）·φ（ｓ＋ν－１）≤

∑
ν＋Ｔ－１

ｔ＝ν－１

Ｇ（ｔ，ｓ）
Γ（ν）φ

（ｔ）≤∑
Ｔ

ｔ＝０

Ｃ
Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１

·

φ（ｔ＋ν－１）·φ（ｓ＋ν－１） （４）
为了方便，令

ｋ１ ＝∑
Ｔ

ｔ＝０

（ν＋Ｔ）ν－１

Γ（ν）（Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１）
φ（ｔ＋ν－１），

ｋ２ ＝∑
Ｔ

ｔ＝０

Ｃ
Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１

φ（ｔ＋ν－１）

令Ｅ是从［ν－１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１到实数集的全体映射
构成的集合，并在其上赋予通常的最大模范数则

（Ｅ，‖·‖）是一Ｂａｎａｃｈ空间。考虑定义其上的锥
ＫＥ为

Ｋ＝ ｙ∈Ｅ：ｙ（ｔ）≥（ν＋Ｔ）
ν－１

ＣΓ（ν）‖
ｙ‖{ ，

ｔ∈［ν－１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１}　　
以下证明存在足够大的Ｍ１＞０，当ｙ∈Ｋ，‖ｙ‖≥
Ｍ１时，有

ｍｉｎ
ｔ∈［ν－１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１

（ｙ－ｗ）（ｔ）≥０ （５）

其中ｗ是以下辅助问题的解
Δνｗ（ｔ）＝Ｍ，
ｗ（ν－１）＝ｗ（ν＋Ｔ{

）
（６）

根据文 ［４］的讨论知，问题 （６）的解可以表示为

ｗ（ｔ）＝Ｍ∑
Ｔ

ｓ＝０

Ｇ（ｔ，ｓ）
Γ（ν）

（７）

从而可得

ｗ（ｔ）≤ ＣＭ
Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１∑

Ｔ

ｓ＝０
（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１

因此，若ｙ∈Ｋ，取

Ｍ１ ＝
（Ｃ）２ＭΓ（ν）

（ν＋Ｔ）ν－１（Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１）
·

∑
Ｔ

ｓ＝０
（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１

则对任意的［ν－１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１，当‖ｙ‖≥Ｍ１
时，有

４２
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ｙ（ｔ）－ｗ（ｔ）≥（ν＋Ｔ）
ν－１

ＣΓ（ν）‖
ｙ‖ －

∑
Ｔ

ｓ＝０

ＣＭ（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１

Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１
≥０

为了获得问题 （１）正解的存在性，需考虑如下
Δνｙ（ｔ）＝ｆ（ｔ＋ν－１，ｍａｘ｛ｙ（ｔ＋ν－１）－
　　　　ｗ（ｔ＋ν－１），０｝）＋Ｍ，　ｔ∈［０，Ｔ］Ｚ，

ｙ（ν－１）＝ｙ（ν＋Ｔ
{

）

（８）
其中ｗ由式 （７）定义。容易证明：

（ｉ）若ｙ和ｗ分别是问题 （８）和问题 （６）的
解，并且对任意的ｔ∈［ν－１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１，有（ｙ
－ｗ）（ｔ）≥０，则ｙ（ｔ）－ｗ（ｔ）是问题 （１）的正解；
（ｉｉ）若ｙ是问题 （１）的正解，则ｙ（ｔ）＋ｗ（ｔ）

是问题 （８）的正解。因此，只需找寻问题 （８）
的且超过ｗ的解。

定义算子Ａ：Ｅ→Ｅ如下

（Ａｙ）（ｔ）＝∑
Ｔ

ｓ＝０

Ｇ（ｔ，ｓ）
Γ（ν）

［ｆ（ｓ＋ν－１，

ｍａｘ｛ｙ（ｓ＋ν－１）－ｗ（ｓ＋ν－１），０｝）＋Ｍ］
则根据Ａｒｚｅｌà－Ａｓｃｏｌｉ定理可得 Ａ是 Ｅ上的一全连
续算子，并且问题 （８）解的存在性等价于算子 Ａ
不动点的存在性。注意到式 （３），容易证明 Ａ（Ｋ）
Ｋ。

引理１［１１］　设Ｅ为实Ｂａｎａｃｈ空间，Ｐ为Ｅ中的
锥，Ω是Ｅ中的有界开集，Ａ：Ω∩Ｐ→Ｐ是一全连续
算子。若存在ｕ０∈Ｐ＼｛０｝使得

ｕ≠Ａｕ＋λｕ０，ｕ∈Ω∩Ｐ，λ≥０
则 ｉ（Ａ，Ω∩Ｐ，Ｐ）＝０，其中ｉ为锥Ｐ上的不动点指
数。

引理 ２［１１］　设Ｅ为实Ｂａｎａｃｈ空间，Ｐ为Ｅ中的
锥，Ω是Ｅ中的有界开集，０∈Ω，Ａ：Ω∩Ｐ→Ｐ是
一全连续算子。若

ｕ≠λＡｕ，ｕ∈Ω∩Ｐ，λ∈［０，１］
则ｉ（Ａ，Ω∩Ｐ，Ｐ）＝１。

最后，列出本文使用的假设条件和主要结论。

（Ｈ２）　ｌｉｍｉｎｆ
ｙ→＋∞

　ｆ（ｔ，ｙ）ｙ ＞ｋ－１１，对ｔ∈［ν－

１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１一致成立；
（Ｈ３）　 对任意的 （ｔ，ｙ）∈ ［ν－１，ν＋Ｔ－

１］Ｚν－１×［０，Ｍ１］，有

ｆ（ｔ，ｙ）＜ ∑
Ｔ

ｓ＝０

ＣΓ（ν）（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１

Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－[ ]１

－１

Ｍ１

　 （Ｈ４）　ｌｉｍｓｕｐ
ｙ→＋∞

　ｆ（ｔ，ｙ）ｙ ＜ｋ－１２，对ｔ∈［ν－

１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１一致成立；
（Ｈ５）　对任意的 （ｔ，ｙ）∈ ［ν－１，ν＋Ｔ－

１］Ｚν－１×［０，Ｍ１］，有

ｆ（ｔ，ｙ）＞ ∑
Ｔ

ｓ＝０

（ν＋Ｔ）ν－１（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１

Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－[ ]１

－１

Ｍ１

其中，ｆ（ｔ，ｙ）＝ｆ（ｔ＋ν－１，ｍａｘ｛ｙ（ｔ＋ν－１）－
ｗ（ｔ＋ν－１），０｝）＋Ｍ。

定理１　若条件 （Ｈ１） － （Ｈ３）满足，则问
题 （１）至少有一个正解。

定理２　若条件 （Ｈ１），（Ｈ４），（Ｈ５）满足，
则问题 （１）至少有一个正解。

２　主要结论的证明
令

Ｂρ＝｛ｙ∈Ｅ：‖ｙ‖ ＜ρ，ρ＞０｝
　　定理１的证明　根据第一部分的论述，仅需找
寻范数超过Ｍ１的算子Ａ的不动点。

第１步：证明存在足够大的Ｒ＞Ｍ１使得
ｙ≠Ａｙ＋λｙ０，ｙ∈ＢＲ∩Ｋ，λ≥０ （９）

其中ｙ０∈Ｋ是一给定元素。事实上，若式 （９）不
成立，则存在ｙ∈ＢＲ∩Ｋ，λ０≥０使得

ｙ＝Ａｙ＋λ０ｙ０
由 （Ｈ２）可知存在ε１ ＞０，ｃ１ ＞０使得

ｆ（ｔ，ｙ）≥（ｋ－１１ ＋ε１）ｙ－ｃ１，
（ｔ，ｙ）∈［ν－１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１×Ｒ

＋

结合上述两式可得

ｙ（ｔ）≥（Ａｙ）（ｔ）≥∑
Ｔ

ｓ＝０

Ｇ（ｔ，ｓ）
Γ（ν）

·

［（ｋ－１１ ＋ε１）［ｙ（ｓ＋ν－１）－ｗ（ｓ＋ν－１）］－ｃ１］
在上式两端乘以φ（ｔ），并在ν－１到ν＋Ｔ－１上
求和，注意到式 （４），有

∑
Ｔ

ｔ＝０
ｙ（ｔ＋ν－１）φ（ｔ＋ν－１）＝∑

ν＋Ｔ－１

ｔ＝ν－１
ｙ（ｔ）φ（ｔ）≥

∑
ν＋Ｔ－１

ｔ＝ν－１
φ（ｔ）∑

Ｔ

ｓ＝０

Ｇ（ｔ，ｓ）
Γ（ν）

［（ｋ－１１ ＋ε１）［ｙ（ｓ＋ν－１）－

ｗ（ｓ＋ν－１）］－ｃ１］≥∑
Ｔ

ｔ＝０
ｋ１φ（ｔ＋ν－１）·

［（ｋ－１１ ＋ε１）［ｙ（ｔ＋ν－１）－ｗ（ｔ＋ν－１）］－ｃ１］
从而由上式解得

ｋ１ε１∑
Ｔ

ｔ＝０
ｙ（ｔ＋ν－１）φ（ｔ＋ν－１）≤

∑
Ｔ

ｔ＝０
ｋ１φ（ｔ＋ν－１）［（ｋ

－１
１ ＋ε１）ｗ（ｔ＋ν－１）＋ｃ１］

另一方面，注意到ｙ∈Ｋ，有

ｋ１ε１∑
Ｔ

ｔ＝０

（ν＋Ｔ）ν－１
ＣΓ（ν）‖

ｙ‖φ（ｔ＋ν－１）≤

５２
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∑
Ｔ

ｔ＝０
ｋ１φ（ｔ＋ν－１）［（ｋ

－１
１ ＋ε１）ｗ（ｔ＋ν－１）＋ｃ１］

从而

‖ｙ‖≤

∑
Ｔ

ｔ＝０
φ（ｔ＋ν－１）［（ｋ－１１ ＋ε１）ｗ（ｔ＋ν－１）＋ｃ１］

ε１∑
Ｔ

ｔ＝０

（ν＋Ｔ）ν－１
ＣΓ（ν）φ

（ｔ＋ν－１）
Ｍ２

所以当Ｒ＞ｍａｘ｛Ｍ１，Ｍ２｝时，式 （９）成立，从而
根据引理１知

ｉ（Ａ，ＢＲ∩Ｋ，Ｋ）＝０ （１０）
　　第２步：证明

ｙ≠λＡｙ，ｙ∈ＢＭ１∩Ｋ，λ∈［０，１］（１１）
若上式不成立，则存在ｙ∈ＢＭ１∩Ｋ，λ０∈［０，１］
使得ｙ＝λ０Ａｙ，从而‖ｙ‖≤‖Ａｙ‖。然而根据条
件 （Ｈ３），有

（Ａｙ）（ｔ）＝ １
Γ（ν）∑

Ｔ

ｓ＝０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｙ）＜

１
Γ（ν）∑

Ｔ

ｓ＝０

ＣΓ（ν）（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１

Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１
·

∑
Ｔ

ｓ＝０

ＣΓ（ν）（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１

Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－[ ]１

－１

Ｍ１ ＝Ｍ１

这表明‖Ａｙ‖ ＜‖ｙ‖ ＝Ｍ１，ｙ∈ＢＭ１∩Ｋ矛盾。
从而式 （１１）成立。再由引理２知

ｉ（Ａ，ＢＭ１∩Ｋ，Ｋ）＝１ （１２）
结合式 （１０）和式 （１２），有
ｉ（Ａ，（ＢＲ＼ＢＭ１）∩Ｋ，Ｋ）＝ｉ（Ａ，ＢＲ∩Ｋ，Ｋ）－

ｉ（Ａ，ＢＭ１∩Ｋ，Ｋ）＝０－１＝－１≠０

从而在（ＢＲ＼ＢＭ１）∩ Ｋ中，算子 Ａ至少有一个不
动点，即问题 （８）有一个超过ｗ的解ｙ，这也表明
ｙ－ｗ是问题 （１）的正解。证毕。

定理２的证明　
第１步：证明存在足够大的Ｒ＞Ｍ１，使得
ｙ≠λＡｙ，ｙ∈ＢＲ∩Ｋ，λ∈［０，１］ （１３）

否则的话，则存在ｙ∈ＢＲ∩Ｋ，λ０∈［０，１］使得
ｙ＝λ０Ａｙ

根据条件 （Ｈ４），存在ε２ ＞０，ｃ２ ＞０使得
ｆ（ｔ，ｙ）≤（ｋ－１２ －ε２）ｙ＋ｃ２，

（ｔ，ｙ）∈［ν－１，ν＋Ｔ－１］Ｚν－１×Ｒ
＋

综上两式可得

ｙ（ｔ）≤（Ａｙ）（ｔ）≤∑
Ｔ

ｓ＝０

Ｇ（ｔ，ｓ）
Γ（ν）

［（ｋ－１２ －ε２）·

［ｙ（ｓ＋ν－１）－ｗ（ｓ＋ν－１）］＋ｃ２］≤

∑
Ｔ

ｓ＝０

Ｇ（ｔ，ｓ）
Γ（ν）

［（ｋ－１２ －ε２）ｙ（ｓ＋ν－１）＋ｃ２］

在上式两端乘以φ（ｔ），并在ν－１到ν＋Ｔ－１上
求和，并运用式 （４），有

∑
Ｔ

ｔ＝０
ｙ（ｔ＋ν－１）φ（ｔ＋ν－１）＝

∑
ν＋Ｔ－１

ｔ＝ν－１
ｙ（ｔ）φ（ｔ）≤

∑
ν＋Ｔ－１

ｔ＝ν－１
φ（ｔ）∑

Ｔ

ｓ＝０

Ｇ（ｔ，ｓ）
Γ（ν）

·

［（ｋ－１２ －ε２）ｙ（ｓ＋ν－１）＋ｃ２］≤

∑
Ｔ

ｔ＝０
ｋ２φ（ｔ＋ν－１）［（ｋ

－１
２ －ε２）ｙ（ｓ＋ν－１）＋ｃ２］

从而解得

ε２∑
Ｔ

ｔ＝０
ｙ（ｔ＋ν－１）φ（ｔ＋ν－１）≤

ｃ２∑
Ｔ

ｔ＝０
φ（ｔ＋ν－１）

另一方面，注意到ｙ∈Ｋ，有

ε２∑
Ｔ

ｔ＝０

（ν＋Ｔ）ν－１
ＣΓ（ν）‖

ｙ‖φ（ｔ＋ν－１）≤

ｃ２∑
Ｔ

ｔ＝０
φ（ｔ＋ν－１）

从而

‖ｙ‖≤
ｃ２ＣΓ（ν）
ε２（ν＋Ｔ）ν

－１ Ｍ３

所以当Ｒ＞ｍａｘ｛Ｍ１，Ｍ３｝时，式 （１３）成立，从而
根据引理２知

ｉ（Ａ，ＢＲ∩Ｋ，Ｋ）＝１ （１４）
　　第２步：证明

ｙ≠Ａｙ＋λｙ０，ｙ∈ＢＭ１∩Ｋ，λ≥０（１５）
其中ｙ０∈Ｋ是一给定元素。若上式不成立，则存
在ｙ∈ＢＭ１∩Ｋ，λ０≥０使得ｙ＝Ａｙ＋λ０ｙ０，从而
‖ｙ‖ ＝‖Ａｙ＋λ０ｙ０‖≥‖Ａｙ‖然而由条件 （Ｈ６）
知

（Ａｙ）（ｔ）＝ １
Γ（ν）∑

Ｔ

ｓ＝０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｙ）＞

１
Γ（ν）∑

Ｔ

ｓ＝０

（ν＋Ｔ）ν－１（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１

Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－１
·

∑
Ｔ

ｓ＝０

（ν＋Ｔ）ν－１（ν＋Ｔ－ｓ－１）ν－１

Γ（ν）－（ν＋Ｔ）ν－[ ]１

－１

Ｍ１ ＝Ｍ１

这表明‖Ａｙ‖ ＞‖ｙ‖ ＝Ｍ１，ｙ∈ＢＭ１∩Ｋ矛盾。
从而式 （１５）成立。再由引理１知

ｉ（Ａ，ＢＭ１∩Ｋ，Ｋ）＝０ （１６）
结合式 （１４）和式 （１６），有

ｉ（Ａ，（ＢＲ＼ＢＭ１）∩Ｋ，Ｋ）＝
ｉ（Ａ，ＢＲ∩Ｋ，Ｋ）－ｉ（Ａ，ＢＭ１∩Ｋ，Ｋ）＝

１－０＝１≠０

６２
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从而在（ＢＲ＼ＢＭ１）∩ Ｋ中，算子 Ａ至少有一个不
动点，即问题 （８）有一个超过ｗ的解ｙ，这也表明
ｙ－ｗ是问题 （１）的正解。证毕。
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